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Proceso de nacimiento puro

« El estado es el numero de clientes en el sistema

+ Llegadas (nacimientos) independientes

« Supongamos que con At pequeno:

 P[1llegada en (1, T+AT) | k en el sistema ] = A AT + o(AT)

« P[Ollegadas en (1, T+AT) | k en el sistema ] = 1 - AAT + 0o(AT)

T T+AT
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Qestién y Planif. Redes y Serv
Area de Ingenieria Telematica

Comportamiento de cola

Ahora no solo hay “nacimientos” sino también “muertes”

El estado es el numero de clientes en el sistema (Markoviano)
P[ 1 llegada en (1, T+AT) | k en el sistema ] = A AT + 0(AT)

P[ 0 llegadas en (1, T+AT) | k en el sistema ] = 1 - AAT + O(AT)

P[ 1 salida en (1, T+AT) | k en el sistema ] = p AT + 0(AT)

P[ 0 salidas en (1, T+AT) | k en el sistema ] = 1 - y A1 + 0(AT)

Si miramos solo las llegadas forman un proceso de Poisson

Y tal y como hemos planteado las salida implica que el tiempo
de servicio es exponencial con parametro y,

Ahora debemos contar la transicion de una salida

Una entrada simultanea a una salida tiene probabilidad de
orden o(AT) pues es (AAT Y AT) + o(AT) = o(AT)

N(T) h'_sz;o Kk o
| ;

v

T T+AT
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Qestién y Planif. Redes y Serv
Area de Ingenieria Telematica

Comportamiento de cola

Siguiendo un razonamiento similar al que hicimos antes
llegamos a:

dP(T)/dT = - (AFH)PK(T) + APy 4 (T) + M P (T) k21
dP,(1)/dT = - AjPy(T) + AP 4(T)

Ecuaciones diferenciales en diferencias

Representan la dinamica del sistema

Vamos a ignorar el transitorio y nos preguntamos si esas P,(T)
se estabilizan

Si es asi existiran P, = lim £(7)
Y se daran cuando las derivadas frente al tiempo se anulen
Es decir:

0 = - (AtMPK + AtPret F His1Pica k21

0 =-Agpg + H4P;

Siendo por supuesto: Epk =1
k=0
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Qestién y Planif. Redes y Serv
Area de Ingenieria Telematica

Sistema M/M/1

Vamos a resolver para A=A, p,=p
0 =- (AMu)pg + AD.q + MPyaq k=1
0 =-Ap, * pp;

Vemos que p,=p Ny

Sustituimos en la primera para k=1 y queda:

0 = -(A+y) poMp + Apg + P,

Y despejando p,=py(MM)?

Continuando llegamos a p, = py(Mp)k = pyp* 0=Ny

Para calcular p, recurrimos a que: &

Epk=1

Po=s— == =1-p o<1




Qestién y Planif. Redes y Servs.
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Po=1-p
+ Y con eso p, = po(Mp)k = (1 - p) p*
* Asi pues:
p=(1-p)p* k20
 No es mas que la distribucion geometrica

« Da la probabilidad estacionaria de encontrar k clientes en el
sistema

 No depende de Ay p sino de su cociente p
« Podemos calcular el numero medio de clientes en el sistema:

N=kp,=(U-p)Y kp* = (1= p)(p+20> +3p +4p* +..) = (1= p)p(1+2p+30% +4p> +..) =

k=0 k=0

d 2 3 d = k d 1 1 p
=(l-p)p—(p+p +p +..)=(1-p)p— ) p' =(1-p)p———=(-p)p =
dp dp; dpl-p 1-p)* 1-p

N=_F_
1-p
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up!id :
= Sistema M/M/1

N=_P_
1-p
« Empleando Little, N = AS, con lo que el tiempo medio en el

sistema:
g 1/u

12,
« El tiempo medio de espera en cola sera W =S - 1/u, es decir:

wo w1 p

l-p u ud-p)
* Y el numero medio de cliente en cola sera (Little) N, = AW

2
N=aw=21—FL P
wi-p) 1-p

 Que evidentemente es:

2

N P _p-ptp _p-pl-p)_ p
T 1-p 1-p 1-p 1-p

N,=N-p

-p=N-p
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PEE Sistema M/M/1

 Resumiendo:
— Numero medio de clientes en el sistema (cola+servidor)

— NuUmero medio de cliente en la cola

Qestién y Planif. Redes y Servs
Area de Ingenieria Telematica

— NuUmero medio de clientes en el servidor

— Tiempo medio de espera en el sistema (cola+servidor)

— Tiempo medio de espera en la cola

— Tiempo medio de espera en el servidor es simplemente 1/u

N=_P_

I-p

2

N P

q 1—,0

N,=p

s 1/u

I-p

___ P
u-p)




= M/M/1 CI |enteS en SlStema

* Probabilidad: p,=(1-p) p* k=0 ’
 Media: y-_F_ Asintota
| l
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Pk

10 1
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M/M/1: Clientes en cola
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 Media: S=1/_“
1-p

50/(1-x)
100/(1-x)
200/(1-x)
400/(1-x)

0.2

0.4 0.6
Factor de utilizacion

0.8

3000

1 2500

1 2000

1 1500

1 1000

1 500

M/M/1 : Espera en sistema

* Veamos el cambio para diferentes tiempos medios de servicio

Tiempo medio en el sistema
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 Media: 5=1/_“
1-p

50/(1-x)
100/(1-x)
200/(1-x)
400/(1-x)

Se mantiene la proporcion

1/
S 1-p 1/y
S, 1/u, 1/u,
1-p

Para p=20 queda 1/u

S

0.2

0.4 0.6
Factor de utilizacion

0.8

3000

1 2500

1 2000

1 1500

1 1000

1 500

“““““““““““““““ - M/M/1 : Espera en sistema

 Veamos el cambio para diferentes tiempos medios de servicio

Tiempo medio en el sistema
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Qestién y Planif. Redes y Serv
Area de Ingenieria Telematica

M/M/1 otro calculo de S

Otra forma de calcular el tiempo medio en el sistema
Tiempo medio de servicio 1/u
Supongamos una llegada

El tiempo medio en el sistema sera la suma de (*):

— El tiempo medio de servir a todos los que hay en el sistema
« Supongamos que hay N clientes en el sistema
« Tardan N/p en salir del sistema (**)

— El tiempo medio de servir a esta llegada
Suman S = N/u + 1/u
Y por Little Sabemos que N = AS
Luego S = AS/py+ 1/u=pS + 1/u
Y despejando

s u
I-p

(*) gracias a que las llegadas sean de Poisson y (**) a que los
tiempos de servicio no tengan memoria
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Sistema ¢"M/M/177

Notacion de Kendall
A/S/c/K/N/D

A : Describe los tiempos entre llegadas
— M i.i.d. exponenciales (Poisson)
— D : deterministas (siempre el mismo valor)

— G : distribucidn general (suelen ser i.i.d. aunque algunos ponen Gl para
indicarlo expresamente)

S : Describe los tiempos de servicio
— Mismos casos que para A (en este caso M son tiempos de servicio exp.)

¢ : Numero de servidores

K : Capacidad maxima del sistema (clientes), igual a la
capacidad maxima de la cola + ¢

N : Tamafo de la poblacion (numero maximo de clientes
existente, pueden salir y volver a entrar)

D : La disciplina de cola (FIFO/LIFO/PS, etc)
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« Llegadas se reparten entre n servidores (colas infinitas)
« Reparto tal que cada uno atiende a un proceso de Poisson A/n

= {)—1’\
e

1/
- -0 | S

— M
1/M 1 servidor

El tiempo en el sistema ahora es: 5= | 1
-0
n

Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Con n>>1 el tiempo en el sistema tiende al tiempo de servicio

Definimos ahora: P = n—
Debe ser p<1 :
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Un servidor mas rapido

Comparemos lo anterior con tener un solo servidor pero n veces
mas rapido

Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Nn 1
—p

& = H-O> ) — —(xn—>
—~ -0

Los n servidores con tiempo medio de servicio 1/u
Este servidor con tiempo medio de servicio 1/y,=1/(np)
Tiempo en sistema:

S, = 1/1M + ‘ 5= l/i’l‘ =Sn
1-—p, 1__:01 "
n n

Tiempo en el sistema n veces menor
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« Supongamos una cola en que el numero maximo de clientes en
ella es N-1

 Es decir, el numero maximo de cliente en el sistema es N

< N1 >
— 4&

« Las llegadas son un proceso de Poisson
« Eltiempo de servicio es exponencial (i.i.d.)
« ¢+ Cual es la probabilidad de pérdida?
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Qestién y Planif. Redes y Serv
Area de Ingenieria Telematica

M/M/1/N
_.<_N_1 _>4< —

0 = - (A+u)P + APy g + HPys Nzk=1
= - Apy * P4
Los p, con k>N no tienen sentido (valen 0)
Es decir, la primera ecuacion es para N=k=1

Se resuelve y la probabilidad estacionaria de estado sigue
siendo p, = pyPp+~

Pero ahora el p, vale: p, = 11_‘ evlﬂ
! p4=MNp porque ahorg ya no es
Asi que (0<ksN): p = (1_/01),01k el factor de utilizacion
l_plN+1 .
Y la probabilidad de sistema lleno es: py = (11__';1]1’31
1

Que seria la probabilidad de pérdida
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

« Para un factor de utilizacion pequefo podemos aproximar:

(1-pp’
Py=T ~(1-p)p

1

« Esto es precisamente la probabilidad de que en un M/M/1 (cola
infinita) nos encontremos en el estado N

 Es decir, para p;<<1 podemos aproximar la probabilidad de
estar en el estado N con el valor para el caso de cola infinita

T T . 0.18
(1-x)XA5/(1-x176)
(1-x)xAS5 0.16
- 0.14
Q
- 0.12 %
é
- 0.1 °
o
B
- 0.08 3
z
2
- 0.06 S
~
- 0.04
- 0.02
L | | 1 0
0 0.2 04 0.6 0.8 1

lambda/mu
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Unibertsitate

Publikoa

M/M/1/N: p grande

Este sistema no requiere que p<1
Al ser finito el numero de estados siempre existe el equilibrio

0.5

[ ]
[ ]
N=l —
=2
i3_ 104
Nos
No20 — H
Jou
// 0
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lambda/mu
N
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Py N+1
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Probabilidad de descarte
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Piblica de Navarra

Unibertsitate Publikoa

M/M/n

Una cola compartida para n servidores
Cuando queda un servidor libre atiende al primero de la cola

f{)l’\
— O~
\4@,]

Si hay k servidores ocupados con tiempos de servicio
exponenciales entonces hay salidas a una tasa kp




Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Unibertsitate Publikoa

M/M/n/n

n servidores sin cola
Mientras todos los servidores estan ocupados se rechazan

llegadas
L O~
G

Probabilidad estacionaria:

(..))
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 Probabilidad estacionaria:

D =
« Probabilidad de sistema lleno (y descartes ante llegadas) es p,

__n!

>

!
i-0 L°

* Y por si a alguien aun no le suena, eso es la Erlang-B

1

0.8 -

0.6 -

Probabilidad de bloqueo

04

0.2
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Otras preguntas

.Y la evolucion con el tiempo de las probabilidades de estado
hasta estabilizarse?

¢ El proceso de salida como es? 4 Es de Poisson?

¢ Y la distribucion del tiempo de espera?

¢ Y si a continuacion viene otra cola?

¢ Y si el numero de clientes es finito?

¢ Y si los tiempos de servicio no son exponenciales?
¢ Y si las llegadas no son de Poisson?

¢ Y si puede haber realimentacion?
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