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Proceso de nacimiento puro

« Markoviano

« El estado es el numero de clientes en el sistema

« Llegadas (nacimientos) independientes

 P[1llegada en (1, T+AT) | k en el sistema ] = A AT + o(AT)

« P[Ollegadas en (1, T+AT) | k en el sistema ] = 1 - AAT + 0o(AT)

Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

dPy(1)/dT = - AjP,(T)

N(T) !_,_,—l

T ! rrr ”
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“~Nacimiento puro homogéneo

dPy(1)/dT = - AjP,(T)

« Homogeneidad: A .=\ para todo k (tasa de nacimientos cte.):
dP,(1)/dT = - AP (T) + AP, _4(T)
dPy(1)/dT = - AP(T)

* Y el sistema empieza con 0 llegadas:
Po(0)=1,P(0)=0

« ConesoPy1)=ehM

« Sustituyendo: dP(T)/dT = - AP(T) + AeM
« Resolviendo: P,(1) = Ate’™

* Y continuando por induccion:

(A‘T)k e—)Lr

P (7)= x
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Proceso de Poisson

(A'T)k e—)tr

k!
Esto es el { N(1) } pues para cada 1 hay una variable aleatoria
Esa variable aleatoria sigue la distribucion de Poisson

Nos da la probabilidad de un numero de llegadas en un
intervalo (0,T1]

P (7)=




. £
O
5° (Lm

Qestién y Planif. Redes y Serv
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Poisson: momentos

(A‘T>k e—)Lr

k!
« Estoes el { N(1) } pues para cada 1 hay una variable aleatoria
« [Esa variable aleatoria sigue la distribucion de Poisson

« Nos da la probabilidad de un numero de llegadas en un
intervalo (0,T1]

« La media de una de las variables N(T1) es:

P (7)=

Go) 00" ) e
2 6

E[N(7)]= ikP[N(r) =k]= (O + AT+ (AT) +

(), ()
2

« Es decir, en el intervalo (0,7] se producen en media AT llegadas
* A es el numero medio de llegadas por unidad de tiempo

= )Lr(l + AT + )e"” = Ate’ e = AT
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Poisson: momentos

La varianza es también: 5
Oy =AT

Con lo que la desviacion estandar normalizada respecto a la

media es:
Oxoy _ |1

E[N(t)] ~JAr

Lo cual implica que a medida que T crece, la distribucion se
encuentra mas concentrada alrededor de la media

Asi, medir en numero de llegadas en un intervalo “muy grande”
es una buena estimacion de esa media

Dividir esa medida por la duracion de ese intervalo es una
buena estimacion de A
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Poisson: interarrival times

Partimos de O llegadas en1=0

¢, Cuanto tiempo tarda en llegar el primero?

Llamemos t, a la v.a. del tiempo hasta esa primera llegada

Es facil de ver que los eventos { N(t) =0} ={t, >t}

Porque para cualquier t, si N(t)=0 entonces debe ser t;>t y
viceversa, si t;>t entonces N(t)=0

Es decir:

Plt,>t]=P[N(#)=0]=F/(1) = oM

t, es una variable aleatoria exponencial

Dado que todo el pasado queda olvidado, el tiempo hasta la
siguiente sera de nuevo exponencial

N(t) <t >

v
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Poisson: tiempo restante

Dado un instante de tiempo cualquiera, jcuanto falta hasta la
siguiente llegada?

Plt,, <t,<t+t,,] P, <t+1,]-Plt,<t,]_

Plt, <t+t,1t,>1,]=
Plt,>1,,] Plt,>1,,]
1— e—)L(t+tref) _ (1 _ e—)u,ef ) e—)tt,ef _ e—)t(t+tref) L
= -\t = -\t = 1 —€
e ref e ref
Una exponencial idéntica et

12 |
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
Area de Ingenieria Telematica

Poisson: interarrival times

Un proceso de Poisson presenta tiempos entre llegadas exponenciales

Ademas son idependientes (por la propiedad de Markov) e
identicamente distribuidas (i.i.d.)

Tiempos entre llegadas positivos i.i.d. da lo que se llama un “proceso
de renovacion” (renewal process)

Proceso de
cuenta de
llegadas de
Poisson

Proceso de Tiempos entre

nacimiento llegadas
puro de tasa exponenciales
constante iid
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Qestién y Planif. Redes y Servs.
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Llegadas segun Poisson observan el estado de un proceso

Por ejemplo, para cada llegada contamos el numero de clientes
en el sistema con cola infinita

La fraccion de las llegadas que ve el sistema en un estado es
igual a la fraccion de tiempo que el proceso esta en ese estado

Poisson Arrivals See Time Averages

T T I T T tiempo
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Qestién y Planif. Redes y Serv
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~~ Suma de procesos de Poisson

Combinamos dos procesos de Poisson {N,(t), t>0} y {N,(t), t>0}
iIndependientes con tasas A, y A,

El tiempo hasta la primera llegada t, sera el minimo de los
tiempos hasta la primera llegada de cada uno de ellos

t, sera mayor que t si son mayores que t tanto el tiempo hasta
la primera llegada de N,(t) como hasta la primera de N,(t)

Plt, >t]=P[t,, >t]P[t,, > t]= o Mol o (ath)t

Es decir, el tiempo hasta la primera llegada es exponencial
Y por la falta de memoria de cada proceso lo son el resto

g

v

v
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- Suma de procesos de Poisson

Combinamos dos procesos de Poisson {N,(t), t>0} y {N,(t), t>0}
iIndependientes con tasas A, y A,

O mas sencillo de ver si sabemos que la suma de dos variables
aleatorias de Poisson independientes es una v.a. de Poisson

Por otro lado, aunque no sean procesos de Poisson, si son
muchos su combinacion tiende a un proceso de Poisson

v

v
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Random splitting

Proceso de Poisson con tasa A

Repartidas las llegadas en dos grupos mediante
Bernoulli de parametro p

Los procesos resultantes son procesos de Poisson
de tasas Ap y A(1-p)

A
.o

N
V.

A(1-p)
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= Falta de memoria

descrita por el estado actual

PIX(z )=x,1X(z)=x,X(7,_)=x,..X(t)=x]=P[X(7,,)=x

T, <T7,<..<T,<T,,

n+l

n+l

« t : tiempo que transcurre entre la llegada al estado x, , y el estado x;
« En un proceso de Markov la historia pasada esta completamente

| X(7,)=1x,]
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Falta de memoria

Entonces, saber que ha transcurrido un cierto tiempo no nos debe
decir nada sobre el tiempo que nos queda en ese estado:

Pl[t>s+t|t>s]=Nh(t)

Plt,>s+t,t,>s] Plt,>s+1]
Plt, > s] Plt, > s]

Plt,>s+tlt, >s]= = h(t)
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Falta de memoria

Entonces, saber que ha transcurrido un cierto tiempo no nos debe
decir nada sobre el tiempo que nos queda en ese estado:

Pl[t>s+t|t>s]=Nh(t)

Plt,>s+t,t,>s] Plt,>s+1]

Plt,>s+tlt, >s]=
Plt, > s] Plt, > s]

= h(1)

Plt, > s+t]= P[t, > s]h(?)
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Falta de memoria

Plt, > s+1t]=P[t, > s]h(¢)

~—
Sis=0vemos que P[t>s]=P[t>0]=1
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Plt, > s+1t]=P[t, > s]h(¢)

Sis=0vemos que P[t>s]=P[t>0]=1
Y entonces sustituyendo en la anterior queda:

Plt,>0+1t]=P[t, >O0]h(t) = h(z)
Es decir, P[t > 1] = h(t)
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Plt, > s+1t]= P[t, > s]h(¢) (1)

« Sis=0vemosqueP[t>s]=P[t>0]=1

* Y entonces sustituyendo en la anterior queda:
Plt,>0+1¢]=P[t, >0]h(t) = h(t)

« Esdecir, P[t >1t]=Nh(t)

- Sustituyendo en (1) queda: P[t, > s+t]= P[t, > s|P[t, > t]
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Falta de memoria

Plt, > s+1t]= P[t, > s]h(¢) (1)

Sis=0vemos que P[t>s]=P[t>0]=1

Y entonces sustituyendo en la anterior queda:
Plt,>0+1¢]=P[t, >0]h(t) = h(t)

Es decir, P[t > 1] = h(t)

Sustituyendo en (1) queda: P[t, > s+t]= P[t, > s]|P[t, > {]

Sabemos que:
Plt.>t]=1-P[t, <t]

Con lo que: d

d
Ep[tl >t]—E(1_P[tz St])__frl(t)

Donde el ultimo término es la funcién de densidad de probabilidad
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Falta de memoria

Plt, > s+1t]= P[t, > s]h(¢) (1)

Sis=0vemos que P[t>s]=P[t>0]=1

Y entonces sustituyendo en la anterior queda:
Plt,>0+1¢]=P[t, >0]h(t) = h(t)

Es decir, P[t > 1] = h(t)

Sustituyendo en (1) queda: P[t, > s+t]= P[t, > s]|P[t, > {]

Sabemos que:
Plt.>t]=1-P[t, <t]

Con lo que: d

d
EP[ZLI >t]—5(1_P[tz St])__frl(t)

Donde el ultimo término es la funcién de densidad de probabilidad
Derivamos (2) respecto a s :

dP[t, > s +1]
ds

= —f, ($)P[1,> 1]
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dP[t, > s +1]
ds

= —f, ($)P[1,> 1]

dP[t, > s+1]
Plt, > t]

« E integrando entre 0 y t queda:

InPlz, >t]=~f, (O}

e Reordenando:

=—f, (s)ds

« Oloque eslomismo £, (0)t

Plt, >t]=¢

« Y asi calculando la funcién de densidad de probabilidad:

dP[T, <1] _ d(1-Plt, >1]) _ dP[t; > t]
dt dt dt
fri (t) — fri (O)e—fri(o)t

« Es decir, el tiempo que se esta en un estado en un proceso de Markov
sigue una exponencial (que podria depender del estado)

J. ()= - £.(0) oI O
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Falta de memoria

Se dice que una variable aleatoria X, positiva, “no tiene
memoria” Si:
P|X>s+t]=P|X >s]|P[X >t]

Una variable aleatoria exponencial cumple esa condicion:
P[X>s+t]=e " = e™ = P[X > s|P[X > 1]

Pero ademas, como hemos visto, una variable que lo cumpla
debe ser exponencial

Es decir, la variable aleatoria exponencial es la unica con la
propiedad de no tener memoria (memoryless)

Y es normal que los tiempos entre llegadas en un proceso de
Poisson sean exponenciales pues lo es el tiempo en un estado
de un proceso Markoviano

Memoryless




